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LES SCIENCES COGNITIVES EN DEBAT
Eduions du CNRS, Paris, 1991

MORPHISMES FONDAMENTAUX DANS L&S
PROCESSUS DE CONCEPTUALISATION

Gérard Vergnaud

Le concept de représentation calculable est essentiel pour la psychologie cogni-
tive. Or un systeme ne peut pas calculer sur un autre systeéme si n'existent pas des ho-
momorphismes du systéme représenté dans le systeme représentant. Qui dit homomor-
phisme ne dit pas isomorphisme. Dans l'application réel -- représentation, ce sont des
classes d'aspects, de relations et de processus qui sont représentés pour entrer dans des cal-
culs, non pas des phénomenes singuliers. L'adaptation du systeme cognitif 2
I'environnement consiste A retenir progressivement les aspects Ies plus pertinents d'une
classe de situations pour pennettre un ajustement toujours meilleur de l'action du sujet.
Considérons d'abord la perception visuelle: elle repose sur centains homomorphismes, qui
concernent des propriétés topologiques ¢ métriques des objets (par exemple les fonnes et
les ordres de grandeur sous certaines conditions). Mais en méme temps ta perception vi-
suelle donne lieu A des illusions perceptives nombreuses notamment dans le domaine de
la perspective et des propriéiés métriques. Au cours du développement cognitif, le sujet
humain apporte des améliorations substantielles & sa perception du réel, mais il élabore
aussi, parallelement, une connaissance rationnelle qui, A cenains égards, s'appuie sur la
perception, & d'autres égards en prend le contrepied. En effet, la perception ne nous in-
fonine pas de maniere 1otalement fiable: ni sur la relation entre force, vitesse et accéléra-
tion, ni sur la taille et la distance du soleil, ni méme sur la distance des objets éloignés,
en montagne par exemple.

Je n‘aborderai pas dans ce texte, la question, essenticlle pour la relation entre
neurosciences el psychologie cognitive, des morphismes enire le fonctionnement du cer-
veau el le fonctionnement du systeme cognitif: les neurosciences sont quasiment muetles
sur la formation des compérences mathématiques chez le sujet humain, qui nous intéresse
ici. Mais je m'intéresserai a trois autres catégories de morphismes, tous les trois essen-
tiels pour I'étude du développement des connaissances. Le premier concerne la relation
réel -- représentation. le second la relation signifié -- signifiant, le troisieme la relation
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entre concepts de différents niveaux, A I'intérieur de la connaissance conceptuelle elle-
méme.

1 DEFINITION DU CONCEPT D'HOMOMORPHISME

Hom. de propriété P(x) ==> P'(f(x))
Hom. de relation binaire Ra(x,y ) ==>R"p (f(x ), [(y))
Hom. de relation ternaire R3 (x,y,2) ==>R"3([(x), f(y), f(2)

par exemple, dans le cas d'une loi de composition binaire
cx=yTe==>(x)=1(y) 1 f(z)

qu'on peut écrire [(y Tz) = ((y) 1 ((2)

On retrouve ainsi la définition classique de I'homomorphisme pour les lois de

composition binaires. On peut obtenir f(y Tz) soit en calculant d'abord dans

I'ensemble de départ x = y Tz, et en prenant l'image ensuite, soit en prenant

d'abord I'image de y et I'image de z, et en les composant ensuite dans I'ensemble

damivée [ (y) L ((z).

Ceci nous fournit le paradigme d'une théoric des représentations calculables.

Premier exemple: Tirer la barre Rouge

Cet exemple illustre I'homomorphisme réel-représentation.

0
~ 1

i ]l M
]
L

Ce probleéme, posé A des enfants de 3 ans 1/2 a 8 ans sans masquage des barres, a
permis d'étudier le progres des procédures et des représentations des enfants (Vergnaud,
1968). Voici quelques faits intéressants, notamment pour leurs conséquences théoriques.

- l'antisymétrie de la relation d'encastrement n'est pas comprise par les plus
jeunes enfants, on les voit tirer R, puis V, puis R A nouveau, puis V, elc.



- lorsque les enfants (entre 4 ans 1/2 et 6 ans) découvrent 'antisymétnie, ils adop-
tent une procédure réglée et tirent successivement R, V, J, O et B, puis recommencent;

* soit avec R: cela donne alors une nouvelle suite R VJ O

* s0it avec une autre barre, par exemple J: cela donne J O.

Et ainsi de suite.

IIs parviennent ainsi A la réussite avec un algorithme simple qu'on peut écrire de
la manicre suivante:

Si Y encastré dans X, pour tirer X, tirer Y

- les enfants plus agés (entre S ans et 1/2 et 8 ans) découvrent une autre procé-
dure, plus économique, qui résulte d'une intérence transitive:

pour tirer X tirer Y et pour tirer Y tirer Z ==> pour tirer X tirer Z

fIs se contentent alors d'examiner visuellement et successivement les relations V
encastré dans R, J encastré dans V, O encastré dans J, B encastré dans O; puis ils tirent di-
rectement B. Ce raisonnement “transitit™ s'appuie bien entendu sur la compréhension de
la relation d'encastrement, mais la relation d'encastrement n'est pas elle-méme uansitive:
Ja'est pas encastré dans R. C'est donc aux régles d'action que s'applique le calcul transi-
tif. Ce nouvel algorithme sappuie donc 2 la fois sur une représentation homomorphe des
barres et de la relation d'encastrement, ¢t sur un enchainement transinf des implicatons
entre actions.

On ne peut faire I'économie, dans une théonie de I'action opératoire, ni d'une re-
présentation calculable du réel, ni des régles d'action et de l'intentionnalité du sujet. Ces
rigles et ces intentions se prétent elles-mémes A des calculs.

Deuxieme exemple: L.'apprentissage de l'algorithme de I'addition.

Cet exemple illustre A la fois 'homomorphisme entre concepts et I'homo-
morphisme signifié -- signifiant.

Pour enseigner la numération de position et les algorithmes qui I'accompagnent
et lui donnent sa fonction, les enseignants utilisent des jetons, des bichettes, des maté-
riels physiquement ou visuellement composables et décomposables (cubes emboitables;
matériel multibase, etc.). Quatre types d'éléments sont alors en présence: les objets phy-
siques A dénombrer, les ensembles formés par ces objets, les cardinaux de ces ensembles,
et les représentations en numération de position de ces cardinaux (en base dix par
exemple). Dans ses manipulations et dans sa pensée I'entant travaille donc sur quatre
plans 2 la fois: le regroupement ou l'assemblage physique d'objets, I'union d'ensembles
disjoints, la somme des nombres, et I'algorithme associé A la numération de position. On
ne peut pas rendre compte de la conquéte intellectuelle que cela représente sans les trois
homomorphismes fondamentaux survants:
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(1) Card (A U B) =Card (A) + Card (B)  pourvu que A et B soient disjoints
(2) Ecrit (a + b) = Ecrit (a) + Ecrit (b)
(3) Ecrit (Card (A v B)) = Ecrit (Card (A)) + Ecrit (Card (B)) si A et B sont disjoints

U signe de l'union, + signe de la somme, + signe de l'algorithme d'addition.

L'homomorphisme (3) est évidemment le composé des deux premiers, mais il
intervient directement dans l'apprentissage de la regle de la retenue, comme on peut le
voir avec le dessin ci-dessous: la formation d'une nouvelle dizaine en (I'éllipse), au mo-
ment de l'union des deux ensembles, traduit Fopération sur la colonne des unités: 7 + 5
égale 12, je pose deux umités et je retiens une dizaine.

17 (croix)
4

15 (ronds)

32

Prenons le premier homomorphisme: Card (A w B) = Card (A) + Card (B). Les
psychologues ont étudié les procédures utilisées par les jeunes enfants dans de petits pro-
blemes daddition: 6 + 3 par exemple. [ls ont observé notamment gue les jeunes enfants,
quand ils ont compté une collection A de 6 objets et une collection B de 3 objets, re-
comptent le tout: un, deux, trots, quatre, cing, six, sept, huit. neuf! C'est seulement plus
tard qu'ils commencent a faire I'économic du recomptage. Pour éviter totalement de re-
compter, il leur faudrait évidemment savoir que 6 + 3 = 9. Comme beaucoup d'enfants ne
connaissent pas encore ce fait numérique, ils ne peuvent faire 'économie gue du premier
recomptage: ils résument alors 'information pertinente sur la premiére collection (6) et
comptent, A partir de 6, les éléments de la deuxiéme collection: six! sept, huit, neuf! Le
scheéme du comptage en avant (counting-on) s¢ substitue au schéme du recomptage du
tout (counting-all).



Le tableau ci-apres exprime le gain apporté:
ensembles  nombres
A 5 a
f { B - b } -l
C=AUB o c=a+b
Card (A U B) = Card (A) + Card (B)

En traits simples, opération sur les ensembles, comptage des ensembles ct
re-comptage du tout. En gras, opération d'addition sur ks nombres.

Ce premier homomorphisme représente la relaton fondamentale eatre deux con-
quétes conceptuelles: celle d'ensemble et d'union d'une part, celle de cardinal ¢t de somme
dautre part. [l tire sa puissance de la possibilité d'opérer sur les nombres sans revenir aux
ensembles et aux objets.

Le second homomorphisme Ecnit (a + b) = Ecrit (a) + Ecrit (b) est d'une autre
nature, il porte sur la relation signifié/signifiant. C'est la signification associée a la disposi-
tion spatiale (unités a droite, groupements du premier ordre immédiatement a gauche,
groupements du second ordre encore A gauche, etc.), qui conteére sa puissance
a l'algorithme de l'addition:

- commencer par la colonne des unités, la plus a droite;

- continuer par la colonne des dizaines, puis des centaines, elc

- calculer la somme des nombres dans chaque colonne. Si la somme des nombres
dans une colonne est inférieure A dix, inscrivez cette somme sur la ligne du toial. Si elle est
€gale ou supérieure A dix, écrivez seulement le chiffre des unités de cette somme et retenez
le chiffre des dizaines, que vous reporterez en haut de la colonne immédiatement située a
gauche, pour l'ajouter aux autres nombres de cette demiere colonne;

- et ainsi de suite en progressant de droite A gauche, jusqu'd épuisement des co-
lonnes.

Les propriéiés des nombres entiers sont totalement indépendantes des propriétés
de leur écriture. Mais les différentes écritures possibles des nombres (romaine, égypticnne,
arabe) rendent plus ou moins aisées les opérations d'addition, de soustraction, de multipli-
cation, de division, de compariuson. L.'économie appornée par rhomomorphisme "Ecriture”
illustre I'idée de représentation calculable dans un sens différent de ce que nous avons vu
jusqu'ici.

Dans l'exemple des barres encastrées, I'homomorphisme conceme la relation entre
la réalité physique des objets et la représentation; cette représentation est en outre implicite
et inférée A partir des conduites des enfants. Dans I'exemple de l'union disjointe
d'ensembles et de la somme des cardinaux, lhomomorphisme meten rapport des objels de
connaissance de statut différent (ensembles et nombres). Leur représentation est 12 encore
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largement implicite. Certes, les enfants prononcent des mots-nombres (un. deux, trois,
etc.) mais ils ne font aucun usage de signifiants pour traduire la somme des nombres ou
I'union des ensembles. Dans le cas de I'écriture, au contraire, le signifiant occupe une
place essentielle, et c'est sur la relation entre signifié et sigmfiant que repose l'efficacité
de I'homomorphisme. Les signes sur le papier, accompagnés de l'algorithme. constituent
une représentation symbolique expliciiement calculable. Le travail sur le signifiant n'est
pis pour autant autonome.

2 DEFINITIONS ET THES

A partir de ces exemples nous allons formuler plusicurs définitions ¢t plusicurs
theses qui ont valeur de principes.

SCHEME: organisation invariante de la conduite pour une classe
de situations donnée.

Commentaire: le scheme est une totalité dynamigue fonctionnelle. [l consite en
plusicurs catégorics d'éléments:

- une anticipation du but a atteindre,

- des régles d'action,

- des invariants opératoires gqui constituent la conceptualisation néeessare A
l'action,

- des possibilités d'inférence qui permetient de calculer régles et anticipa-’
tions en fonction de I'informanon prélevée dans la situation ¢t des invariants opératoires
pertinents,

Les deux algonthmes vus plus haut pour débloguer les barres sont des schémes;
le dénombrement. le comptage en avant ¢t Falgonthme de Faddition également.

On peut donner d'antres exemples de schémes, poar d'autres domaines de compé-
tenee tomarche, nne certame mame e de dunser e vidse, fe systéme phonologigque d'on
parler rémonal, Fimowation d'une actnee, Forpamsation rhétorique des arguments d'un
homme poliique en campagne électorale. Dans tous ces cas. en effet, on peut mettre en
évidence une orgamsation invariante. consistant en régles, anticipations et invanants opé-
ratoires. Les schemes ne sont pas pour autant des stéréotypes. Le méme sché¢me engendre
des actions différentes en fonction des valeurs des variables de situation et il se préte a des
inférences en situation,

Lhese 1: la connassance d'un sujet individuel est fondamentalement un réper-
toire de schemes Ce répertoire est en général tres grand et beaucoup de sche¢mes ont un
domaine d'application restreint.

These 2: les schémes se développent et se transforment au cours de lexpérience
et de la maturation, d cause de la résistance qu'opposent les situations nouvelles A leur
tratement par les schemes existants.

Theése 3: Les schémes ne peuvent exister sans invariants opératoires; ces inva-
niants constituent un systeme de représentation des situations concemées, c'est-d-dire une
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sorte de conceptualisation. Cette conceptualisation est largement implicite, voire incons-
ciente. Elle peut aussi faire 'objet d'un discours explicite, comme dans les textes scienti-
figues.

1hese 4: le développement cognitif s'analyse en dermer ressort comme un enri-
chissement adaptatit par filiations et ruptures des invariants opératoires, des régles
d'action, et des systeémes d'effectuation et de contrle des productions du sujet. Ce proces-
sus d'adaptation des schémes consiste principalement en découvertes, combinmsons, dé-
combinaisons et recombinaisons. La conscience joue souvent un role dans ce processus,
le langage aussi, éventuellement.

These S: Les algorithmes sont des schémes, mais les schémes ne sont pas tous
des algorithmes; en effet. ils n'ont pas tous les propnéiés d'eftectivité ct de nécessité des
algonthmes.

CHAMP CONCEPTUEL: ensemble de situations dont la aitrise
demande un certain systéme de concepts, de procédures et de représenta-
tions symboliques en étroite connexion,

Commentaire: la formation d'un concept est éroitement liée aux problémes pra-
tiques et théorigues auxquels ce concept apporte une réponse (ou des éléments de réponsc).
Or une situation ne se laisse presque jamais analyser avec un seul concept et un concept
ne prend pas en général sa fonction dans un seul type de situation. L'idée de prendre pour
objet d'éude un ensemble de situations et un ensemble de concepts découle de 1.

La définition ci-dessus pennet de découper, dans le répertoire des compélences et
des conceptions du sujet, des domaines d'une taille respectable et cependant relativement
homogenes, sur lesquels il soit possible de conduire des analyses significatives du point
de vue de I'apprentissage et du développement cognitif: notamment parce qu'on peut y re-
pérer des niveaux différents de connaissance, des filimions, des ruptures. La source des
concepix est A rechercher dans les mvarimis opémtoires. ot par conséquent dans les
sch®mes.

3 UN EXEMPLE DE CHAMP CONCEPTUEL: LA CONSTRUCTION
DES STRUCTURES ADDITIVES

Les premigres élaborations du concept de nombre chez I'enfant reposent sur le
schgme du dénombrement et sur les schémes de traitement des premidres situations
d'addition, de soustraction, de compariison et de conservation des quantués.

Lorsqu'un enfant de 5 ans dénombre une collection de 4 objets il met en oeuvre
plusieurs coordinations perceptivo-gestuelles: entre les ob jets, les gestes du doigt ¢t de la
main, les gestes de l'ocil, et 'énoncianon des mots - nombres; en outre il marque habi-
ellement le statut différent du dernier mot prononcé, soit en I'accentuant, soit en le répé-
tant: un, deux, trois, quatre... quatre! La conduite de I'enfant peut éire modifiée par la
taille des objets, leur disposition spaniale et leur nombre, mais son of ganisation reste in-
variante et repose sur deux idées mathématiques essentielles qui restent totalement impli-
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cites: celle de bijection et celle de cardinal. Ce sont des concepts-en-acte. Chacun des deux
peut &tre défaillant, indépendamment de 'autre.

Les situations dans lesquelles 'addition ct la soustraction prennent leur significa-
tion sont beaucoup plus diversifiées que ne le laisserait penser le modele de la loi de com-
position binaire, commutative et associative. Les conceptions de I'enfant proviennent
aussi des situations de type état initial/transformation/état final: 'addition ¢'est une quan-
tité qui s'accroit (Javais 3 billes, j'en gagne 2, combien en ai-je maintenant?); et la sous-
traction une quantité qui décroit (j'avais 5 bonbons, j'en donne 3, combien m'en reste-t-
i17). Ce type de situation n'est pas adéquatement modélisé par une loi binaire mais plutot
par une opération unaire, dans laquelle une transformation, positive ou négative, opere
sur un cardinal. D'ou le schéma

T
| — F L éeat initial T: transfonnation F: état final

A partir des schémes primitifs de 'addition, associés A la réunion de deux parties
connues en un tout, ou A la transformation positive d'un état initial connu, ainsi que du
scheme primitif de la soustraction, associé A la transformation négative d'un état initial
connu, I'enfant va devoir étendre ces deux opérations arithmétiques A une grande variété de
classes de probleémes qui s'écantent sensiblement des modeles primitifs. Cette extension
occupe au moins dix années du développement cognitif de I'enfant.

On peut résumer de la maniére suivante les six grandes catégones de relations ad-
ditives élémentaires que I'enfant et le jeune adolescent peuvent avoir A tranter.

1. Partie/partie/tout. Deux catégories de problemes: chercher le tout quand on con-
nait les deux parties, chercher une partie quand on connait le tout et I'autre partie.

2. Etat initial/transformation/état final. Six catégories de problemes: chercher
I'état final, ou la transformation, ou I'état final, quand on connait les deux autres informa-
tions. Ces trois catégones se dédoublent sclon que la transformation ¢st une augmenta-
tion ou unce diminution.

3. Référé/relation de comparaison/référent. Six catégories de problemes égale-
ment.

4. Composition de deux transformations connues en une troisieéme (inconnue) et
décomposition d'une transformation connue en deux transformations dont I'une
est connue et l'autre inconnue. Comme chacune des données peut étre positive ou né ga-
tive, et que les valeurs absolues peuvent elles-mémes moditier la tache cognitive, il y a
un grand nombre de cas de figures, du point de vue du calcul relationnel et du choix de
'opération anthmétique peninente.

S. Transformation d'une relation. On retrouve les six mémes catégories de pro-
blémes que pour la relation 2, mais elles se divisent en sous-catégones selon les signes et
les valeurs absolues des données.
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6. Composition de deux relations et décomposition d'une relation.
Démultiplication des catégories cotnme pour la relation 4.

Faute de place je ne commenterai pas ici toutes ces relations et les catégories dit-
féremes d'opérations de pensée auxquelles elles donnent lieu. Je me contenterai de
quelques exemples, pour caracténiser certaines des conguétes cognitives de l'enfant et pour
tirer quelques legons théoriques.

La recherche d'une partie par soustraction d'une partie connue d'un tout connu est
sensiblement plus ditticile yue la recherche d'un élat tinal aprés transformation négative
d'un &at initial connu. De m@me la recherche d'une transformation par soustraction de
deux états. Mais il est plus difficile encore de rechercher un état initial connaissant 1'élat
final et la transforation, positive ou négative. La solution canonique exige en effet une
opération de pensée nouvelle, 'inversion de la transformation directe et son application &
I'état final: il faut rajouter les bonbons qu'on a donnés pour retrouver ce qu'on avait avant
(addition alors que la quantité a diminué), ou soustraire les billes qu'on vient de gagner
pour reconstituer le stock initial de billes (soustraction alors qu'on a gagné). Ces opéra-
tions de pensée reposent sur un théordme-en-acte non trivial pour les enfants de 7 ans:

F=T(l)==>l=Tl (F

THEOREME-EN-ACTE: Proposition tenue pour vraie sur le réel
et permettant de rendre compte de l'organisation de la conduite du sujet.
l.es théorémes-en-acte sont souvent implicites, mais ils peuvent aussi
tire explicites.

Une classe de problemes trés difticile pour la majorité des enfants jusquau début
du crllege. et yui le reste pour beaucoup d'entre eux jusqu'd la fin du college, peut @ire il-
lustrée par I'exemple suivant:

Thierry a joué deux pariies de dbilles. 1l ne se souvient plus de ce qui s'est passé @
lu premiére purtie. A la seconde partie il u perdu 7 billes En recomptant ses billes Q la fin
i ¥apercoit qu'il a gagné S billes en tout. Que s'est-il pussé Q la premiére partie?

La ditficulté conceptuelle de cette catégorie de problémes tient au fait qu'il taut
fairc une addition arithmétique 5 + 7 alors que le schéma de composition ameénerait nor-
aralement une solution par soustraction. 1l s'agit d'ailleurs de la soustraction d'un négatit,

X+ (-7)=(5) ==> x=+5)-(7=(+12)

La conceptualisation progressive des structures additives, c'est-3-dire la maitnse
progressive des classes de probleémes dont la solution demande une addition, une soustric-
ton ou une combinaison de telles opérations est jalonnée par la découverte de plusieurs
sones de concepts et de théorémes, qui pour la plupart d'entre eux restent largement im-
plicites dans les conduites des éleves. Cest ce caractiere minplicite qui conduit a parler de
concepts-en-acte et de théorémes-en-acte. Panni les concepls-en-aete néeessaires & la com-
préhension des structures additives on peut émnnérer les coneepts de collection ¢t de gran-
deur, de cardinal ¢t de mesure, de partic ¢t de tout, d'etat timal et d'ctat imtial, de transfor-
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mation, d'augmentation ¢t de diminution, de comparaison (plus que, n de plus que, n de
moins gue), de nombre naturel et de nombre relatif, de loi binaire et d'opération unaire, de
composition, de décomposition et d'inversion, d'abscisse et de déplacement orienté, et
bien entendu d'addition et de soustraction,

Mais un concept implicite n'est pas tout a fait un concept. C'est donc un pro-
bleme théorigque essenticl que d'analyser les signifiants langagiers et non langagters qui
donnent au concept son caractere public, et qui permettent de débattre de sa définition, d¢
ses propriéiés, de la vérité des propositions dans lesquelles il s'inscrit.

Du point de vue d'une théorie pragmatiste de l'apprentissage, un concept est en
effet un triplet de trois ensembles

C=(6.LS)

S: ensemble des sitwations qui donnent du sens au concepl.

1: ensemble des invariants opératoires (concepts-cn-acte et théorémes-en-acte) sur lesquels
repose l'efficacité des schemes.

S : ensemble des formes langagieres et non langagieres qui periettent de représenter sym-
boliquement le concepl. ses propriétés, les situations et les procédures de traitement.

S est la référence. | le signifié, S le signifiant.

Cette définition du concept comme triplet doit &tre interprétée A un autre niveau
que l'interprétation habituelle des concepts comme prédicats et arguments. Le triplet fait
référence au processus de conceptualisation tout entier.

La place mangque pour exposer ici avec des exemples les fonctions cognitives des
signifiants langagiers ¢t non langagiers. On peut cependant esquisser trois sortes de consi-
dérations théorigues intéressantes:

1) la mise en mots ou en symboles permet de représenter, dans un certain sys.
teme de signifiants, les ¢léments pertinents de la situation (relations, valeurs des va«
riables, questions) ¢t de conduire plus aisément A la solution.

Dans le cas de P'algebre notasmment, la mise en symboles peninet de résoudre des
problémes complexes que les éleves seraient incapables de résoudre par des moyens pure-
ment arithmétiques. Certaines représentations préalgébriques, comme les diagrammes ef
les tableaux ont une fonction analogue. On peut faire I'hypothese que le langage naturel a
lui-méme cette fonction. méme s'il est difficile d'identifier, dans le signifiant langagier
les éléments qui se prétent au calcul, se substituent aux raisonnements purement concep-
tuels, ou les accompagnent.

A dire vrai, la représentation algébrique d'un probltme ne permet pas a I'éléve ou
A l'ingénicur de s'en remettre totalement A la "machine” symbolique. On peut en effet ob-
server que la résolution d'une éguation (ou d'un systieéme) est jalonnée d'opérations de pen-
sée implicites, lesquelles ne sont possibles que parce qu'clles s'appuient sur des théo-
rémes-en-acte: par exemple la conservation de I'égalité lorsqu'on applique aux deux
membres de 'équation la méme opération.
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Seuls les théorémes-en-acte sont susceplibles de vérité ou de tausseté, et peuvent
entrer dans un calcul d'inférences. Les concepts-en-acte sont des brigues indispensables
pour la formation des théorémes-en-acte, mais ils ne sont susceptibles que de pertinence
ou de non-pertinence.

2) llestintéressant d'analyser avec ce cadre théorigue les opérations hnguistiques
et les opérations de pensée qui permeltent la représentation et la résolution d'un probléme
dans le langage naturel.C'est en effet un phénomene frappant que, lotsqu'ils sont confron-
s & des probleémes pour lesquels ils ne disposent pas quasi-imméhatement d'un scheéme
de raitement, les é12ves parlent A voix haute, ou & mi-voix; A I'évidence parce que cetie
activité langagiere favorise I'émergence de la solution. Si le probléme est treés fucile pour
cux. ou trop difficile, 1ls ne parlent pas, ou guere. Parlois I'accompagnement langagier de
1a résolution est subvocal, notamment chez les adulies. Cest ce qui avait conduit
Vygotski, ¢t de nombreux psychologues A sa suite, A essayer d'analyser les différentes
fonctions du langage, lorsqu'il accompagne la pensée. Pour ma part, )'endistinguerai trois
peincipales:

- la planification et le contrdle de l'action: le langage permet d'annoncer et
d'identifier le but et les sous-buts, les élapes A atteindre, il pennet de faire le point sur ce
qQui aété accomph ou €Labli;

- I'extraction de l'information pertinente: quels objets, quelles propriéiés, quelles
relations méritent-clles d'dtre retenues pour le traitement de la sitwation. C'est une fonc-
gon de sélection et de catégorisation,

- le pilotage et I'accompagnement des inférences: le langage permet de traduire
whe ou plusieurs relations en une aulre soil par une opération syntaxique (composition,
inversion...) soit par un glissement de sens, lorsqu'une relation conceptuellement com-
plexe est interpréiée avec un modele plus simple, qui pennet cependant d'avancer vers la
solution,

3) Enfin le langage permet non seulement d'expliciter les connaissances en acte
et den favoriser ainsi 'apprentissage et e fonctionnement, il permer aussi de marquer dil-
féresnment les formes de conceptualisation. Marquer par 'imparfait 'état initial et par le
présent I'érat final, c'est A I'évidence manifester qu'on a compris ces deux termes de la rela-
von. Parler d'"état initial”, de "point de dépant”, de "ce que Mélante avait avant” c'est don-
ner A cet élat un autre statut. On peut dire que l'imparfait est un outil pour repérer I'état
initial alors que la nominalisation lui donne un statut d'objet. Le diagramme fléché vu
plus hautdonne pareillement un statut d'objets aux éiats, A la ransformation, et a la rela-
tion entre transformation directe et ransformation réciproque; de méme l'algebre, mais
celle=ci est d'unc lecture plus diflicile pour les éleves.
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diagramme fléché algebre
transfonnation directe
éat initial é1at final
+7
- L
e 15 F=T()==>1=TYF)
-7

transformation réciproque

Un autre exemple pernettra d'apprécier 'importance de la transformation de la
connaissance qui est sollicitée et favorisée par le langage el par certaines opérations hin-
guisliques.

Scheéme: construire la figure symétrique d'une figure donnée par rapport A une droite.
énoncé (1) le triangle A' B’ C' est symétrique du triangle A B C par rapport 2 A.
énoncé (2): la syméirie orthogonale conserve les longueurs et les angles.

énongé (3) la symétrie orthogonale est une isométrie.

La fonction propositionelle A trois places du premier énoncé "...est symémng
de... par rapport A ..." devient dans I'énoncé (2), par une opération de nominalisation, un
argument pour une fonction propositionnelle 3 une place "...conserve les longueurs et les
angles”. Dans I'énoncé (3) c'est au tour de cette fonction propositionnelle de devenir, tov-
jours par une opération de nominalisation, le deuxiéme argument d'une fonction proposi-
tionnelle A deux places, en 'occurrence la relation d'inclusion “... est une...".

L'opération de nomnalisation est une opération essentielle pour la transformation
d'un concept-outil en concept-objet. Une partie du travail cognitif se reflete dans la
signification des articles: ¢ “la” des énoncés (2) et (3) est générique, il désigne une classe
de transformations du plan; tandis que le “le” de I'énoncé (1) ne désigne que le tnangle
particulier A' B' C'. De simple élément d'un schéme visuel, puis d'un schéme de construc-
tion géoméirique, la symétric orthogonale est devenue une classe de transformations
géoméiriques, entretenant des rapports avec d'autres classes de transformations. Ainsi, le
langage traduit et favorise le tonctionnement de la connaissance, son développement, s3
transformation. Toul porte A penser que les invariants opératoires contenus dans les
schemes ont également des statuts différents. Mais c'est leur mise en mots qui pexnet le
mieux d'analyser ces différences.

CONCLUSION

Les travaux de psychologie et de didactique des mathématiques accréditent la
these que la connaissance est une construction: une construction réaliste. Celle construc-
tion s'appuie 2 la fois sur la perception, l'action opératoire, le langage et le symbolisme,
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Les schemes yui organisent Y'action opératoire constituent une clé sans laquelie on ne
comgrend ni la sélection qui s'opere dans la prise d'information perceptive, ni la sélection
qui se fait dans I'activité langagiere. Les prises de conscience qui jalonnent le processus de
formation des connaissances opératoires sont d'une grande variété: sélection de
V'information, analyse des buls, des sous-buts et des étapes, transformation du statut co-
gnitif des relations et des propriétés prises en compte, explicitation des concepts-en-acte
et des théorémes-en-acte, organisalion discursive des connaissances et de V'argumentation
qui les accréditent.
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