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LES SCIENCES COGNITIVES EN Di'.:BAT 

tdition., du CNRS, Pari,, /<J9/ 

MORPHISMES FONDAMENTAUX DANS LF,S 
PROCESSUS DE CONCEPTUALISATION 

Gér..trd Vergnaud 

Le concept de représeniaùon calculable csl esse111iel pour la psychologie cogni
tive. Or un système ne peul pas calculer sur un autre système si n'exis1e111 pas des ho-

; ,momorphismcs du système rcprésen1é dans le syslème représen1an1. Qui di! homomor
phisme ne di! pas isomorphisme. Dans l'applicalion réel -- rcpréscnta1io11, ce sonl des 
classes d'aspects, de rclalions cl de processus qui sonl représentés pour entrer dans des cal
culs. non pas des phénomènes singuliers. L'adap1a1ion du système cognitif à 
l'environnemenl consisle à re1enir progressivement les aspecL� ks plus peninents d'une 
classe de situations pour penneure un ajustemenl toujours meilleur dc l'action du sujet. 
Considérons d'abord la perception visuelle: elle repose sur cenains homomorphismes, qui 
concernent des propriétés topologiques e1 métriques des objets (par exemple les fom1es et 
les ordres de grandeur sous certaines conditions). Mais en même temps la perception vi
suelle donne lieu à des illusions perceptives nombreuses notamment dans le domaine de 
la perspective cl des propriétés métriques. Au cours du développement cognitif, le sujet 
humain appone des améliorations subs1anùellcs à sa perception du réel, mais il élabore 
aussi, parallèlement. une connaissance ralionnelle qui, à cenains égards, s'appuie sur la 
perception, à d'autres égards en prend le contrepied. En effet, la perception ne nous in
fonne pas de manière 1otalcmcnt fiable: ni sur la relation entre force, vitesse et accéléra
tion, ni sur la Laille el la distance du soleil, ni même sur la distance des objets éloignés, 
en montagne par exemple. 

Je n'aborderai pas dans ce 1ex1e. la question, esscnlielle pour la relation enlre 
neurosciences et psychologie cognitive. des mofl)hismes en1n: le fonclionnemenl du cer
veau el le fonclionnemenl du système cogniùf: les neurosciences son! quasiment muetles 
sur la formation des compéh:nces mathématiques d1ez le sujel humain. qui nous intéresse 
ici. Mais je m'intéresserai à trois auLrcs catégories de morphismes, tous les trois essen
tiels pour l'élude du développcmenl des connaissances. Le premier concerne la relation 
réel -- représentation. le second la relation signifié -- signifianl, le troisième la relation 
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entre concepts de différents niveaux. à l'intérieur de la connaissance conceptuelle elle
même. 

1 DEFINITION DU CONCEPT D'HOMOMORPHISME 

Hom. de propriété 

Hom. de relation binaire 

Hom. de relation ternaire 

P(x) ==> P'(f(x)) 

R2(x, y )  =>R'2 (f(x ), f(y)) 

R3 (x,y,z) ==>R'3(f(x). f(y), f(z) 

par exemple, dans le cas d'une loi de composition binaire 
• x = y Tz => f(x ) = f(y) J. f(z)

qu'on peut écrire f{y Tz) = f(y) J. f(z) 
On retrouve ainsi• la définition classique de l'homomorphisme pour les lois de 
composition binaires. On peul obtenir f(y Tz) soit en calculant d'abord dans 
l'ensemble de départ x = y Tz. et en prenant l'image ensuite, soit en prenant 
d'abord l'image de y et l'image de z, el en les composant ensuite dans l'ensemble 
d'anivée f (y) j_ f(z). 

Ceci nous fournit le paradigme d'une théorie des représentations calculables. 

Premier exemple: Tirer la barre Rouge 

Cet exemple illustre l'homomorphisme réel-représentation. 

0 N 

p V 

Ce problème, posé à des enfants de 3 :ms 1n à 8 ans sans masquage des barres, a 
permis d'étudier le progrès des procédures et des représentations des enfants (Yergnaud;' 
1968). Voici quelques faits intéressants. notamment pour leurs conséquences théoriques. 

- l'antisymétrie de la relation d'encastrement n'est pas comprise par les plus
jeunes enfants, on les voit tirer R, puis V. puis R à nouveau. puis V. etc. 
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- lorsque les enfant� (entte 4 ans 1/2 et 6 ans) découvrent l'a111isymétrie, ils adop-
tent une procédure réglée et tirent successivement R, V, J. 0 et B. puis recommencent: 

• soit avec R: cela donne alors une nouvelle suite R V J 0
• soit avec une autre barre, par exemple J: cela donne J O. 
Et ainsi de suite.
Ils parviennent ainsi à la réussite avec un algorithme simple qu'on peut écrire de

la manière suivante: 

Si Y encastré dans X. pour tirer X, tirer Y 

- les enfants plus âgés (entre 5 ans et 1/2 et 8 ans) découvrent une autre procé
dure, plus éc011omique, qui résulte d'une inférence II'.insitive: 

pour tirer X tirer Y et pour tirer Y tirer Z => pour tirer X tirer Z 

Ils sè contentent alors d'examiner visuellement et successivement les relations V 
encastré dans R, J encastré dans V, 0 encastré dans J, B encastré dans O; puis ils tirent di
rectement B. Ce raisonnement "transitif' s'appuie bien ent.endu sur la compréhension de 
la relation d'enca�trcmcnt, mais la relation d'encastrement n'est pas elle-même transitive: 
1 n'est pas encastré dans R. C'est donc aux règles d'action que s'applique le calcul transi
tif. Ce nouvel algorithme s'appuie donc à la fois sur une représentation homomorphe des 
barres et de la relation d'encastrement, cl sur un enchaînement tra11si1if des implications 
�actions. 

On ne peut faire l'économie, dans une théorie de l'action opératoire, ni d'une re
pltsentation calculable du réel, ni des règles d'action et de l'intentionnalité du sujet. Ces 
fflgles et ces intentions se prêtent elles-mêmes à des calculs. 

Deuxième exemple: L'apprentissage de l'algorithme de l'addition. 

Cet exemple illustre à la fois l'homomorphisme entre concepts et l'homo
morphisme signifié -- signifiant. 

Pour enseigner la numération di: position et les algorithmes qui l'accompagnent 
et lui donnent sa fonction, les enseignants utilisent des jetons, des bûchettes, des maté
riels physiquement ou visuellement composables et décomposables (cubes emboîtables; 
matériel multihase, etc.). Quatre types d'éléments sont alors en présence: les objets phy
siques à dénombrer, les ensembles formés par ces objets, les cardinaux de ces ensembles, 
et les représentations en numération de position de ces cardinaux (en base dix par 
exemple). Dans ses manipulations et dans sa pensée l'enfant travaille donc sur quatre 
plwis à la fois: le regroupement ou l'assemhlage physique d'objets, l'union d'ensembles 
disjoints, la somme des nombres, e1 l'algorithme associé à la numération de position. On 
ne peut pas rendre compte de la conquête in1ellectuelle que cela représente sans les trois 
homomorphismes fondamentaux suivants: 



Il! 

(1) Card (A v B) = Card (A)+ Card (B) pourvu que A et B soient disjoints
(2) Ecrit (a+ b) = Ecrit (a) + Ecrit (b)
(3) Ecrit (Card (A v B)) = Ecrit (Card (A)) + Ecrit (Card (B)) si A et B sont disjoints
v signe de l'union, + signe de la somme, + signe de l'algorithme d'addition.

L'homomorphisme (3) est évidemment le composé des deux premiers, mais il 
intervient directement dans l'apprentissage de la règle de la retenue, comme on peut le 
voir avec le dessin ci-dessous: la formation d'une nouvelle dizaine en (l'éllipse). au mo
ment de l'union des deux ensembles. traduit l'opération sur la rnlonne des unités: 7 + 5
égale 12. je pose deux unllés et je retiens une di,.ainc. 

Prenons le premier homomorphisme: Card (Av B) = Card {A)+ Card {B). Les 
psychologues ont étudié les procédures utilisées par les jeunes enfants dans de petits pro
blèmes d'addition: 6 + 3 par exemple. Ils ont observé no1arnmcn1 que les jeunes enfants, 
quand ils 0111 wmpté une collection A de 6 objeL� et une collection B de 3 objets. re
comptent le tout: un, deux, trois. quatre, cinq. six. sep!. huit. neuf! C'est seulement plus 
tard qu'ils commencent à faire l'économie du recompwge. Pour éviter 101.alement de re
compter. il leur faudrait évidemment savoir que 6 + 3 = 9. Comme beaucoup d'enfants ne 
connaissent pa� encore ce fait numérique, ils ne peuvent faire l'économie que du premier 
rccomptagc: ils résument alors l'infonnation pertinente sur la première collection (6) el 
comptent. à partir de 6, les éléments de la deuxième collection: six! sept, huit. neuf! Le 
schème du comptage en avant (counting-on) se substitue au schème du recomptagc du 
tout {counting-all). 



Le tableau ci-après exprime le gain apporté: 
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En truits simples. opérat ion sur les ensembles, wmptalle des ensc111hles et 
n:comptage du tout. En gras, opération d'addition sur les nombres. 

Ce premier homomorphisme représcmc la relation fondamentale e111re deux cou
quêtes conceptuelles: celle d'ensemble et d'union d'une part, celle de cardinal et de somme 
d'autre part. Il tire sa puissance de la possihilité d'opérer sur les nombres sans revenir aux 
ensembles et aux objets. 

Le second homomorphisme Ecrit (a + b) = Ecrit (a) + Ecrit (b) est d'une autre 
nature, il porte sur la relation signifié/signifiant. C'est la signification associée à la disposi 
tion spatiale (unités à droite, groupements du premier ordre immédiatement à gauche,
groupements du second ordre encore à gauche, etc . ) , qui confère sa puissance 
à l'algorithme de l'addition: 

- commencer par la colonne des unités, la plus à droite;
- continuer par la colonne des dizaines, puis des centaines, etc 
- calculer la somme des nombres dans chaque colonne. Si la somme des nombres

dans une colonne est inférieure à dix. inscrivez cette somme sur la ligne du total. Si elle est 
égale ou supérieure à dix, écrivez seulement le chiffre des unités de cette somme et retenez 
le chiffre des dizaines, que vous reporterez en haut de la colonne immédiatement située à 
gauche. pour l'ajouter aux autres nombres de celle dernière colonne; 

- et ainsi de suite en progressant de droite à gauche, jusqu'à épuisement des co
lonnes. 

Les propriétés des nombres entiers sont totalement indépendantes des propriétés 
de leur écriture. Mais les différellles écritures possibles des nomhres (romaine, égyptienne, 
arnbe) rendent plus ou moins aisées les opérations d'addition, de soustraction, de multipl i -
lcation, de division, de comparaison. L'économie apponée par l'homomorphisme "Ecriture"
illustre l'idée de représentation calculable dans un sens différent de ce que nous avons vu 
jusqu'ici. 

Dans l'exemple des barres enca�trées, l'homomorphisme concerne la relation entre 
la réalité physique des objets et la représentation; celle représentation est en outre implicite 
et inférée à partir des conduites des enfants. Dans l 'exemple de l'union disjointe 
d'ensembles el de la somme des cardinaux, l'homomorphisme me1 en rnppon des objeis de 
connaissance de statu1 différent (ensembles et nombres). Leur représentation est là encore 
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largement implicite. Certes. les enfanls prononcent des mols-nombres (un. deux. trois. 
elc.) mais ils ne font aucun usage de signifian1s pour lraduire la somme des nombres ou 
l'union des ensembles. Dans le cas de l'écrilurc, au con1rairc. le signifianl occupe une 
place essentielle. e1 c'esl sur la relalion entre signifié et signifiant que repose l'efficacilé 
de l 'homomorphisme. Les signes sur k papier. accompagnés de l'algorithme. constituent 
une représentation symllolique explici1emen1 calculable. Le travail sur le signifiant n'est 
p:L5 pour autant aulonome. 

2 DEFINITIONS ET THESES 

A panir de ces exemples nous al lons formuler plusieurs définitions c1 plusieurs 
thèses qui ont vakur de rrincipcs. 

SCH E M E :  organisalion in varianle de la conduire pour une classe 

de sil uations donnée. 

Commc111aire: le schème est unc 101alité Jyna111 i4u.: lonctionnel le. I l consite en 
plusieurs catégories d'éléments: 

- une anlicipation du but à atteindre. 

• des règles d 'action.

• des invariants opératoires qui cons1i1uen1 la concep1ualisa1ion néccss.1ire à
l'action. 

• des possibilités d ' in férence qui perme11cn1 de calculer règles et anlicipa. '
tions en fonc1ion de l'inform111ion prékvéc dans la silualion cl des invariants opéra1oires 
pcrtincn1s. 

Les deux algori1l111 1os vus plus haut pour déhloqucr les harres sont des sd1èmcs; 
le Jé110111hrc1fü'nl .  le compta�c en avant c,t l'algorithme de l'addit ion égalcmcnl. 

On peul donner d'autres cxe111pk� <le sd11'111cs. pour ,!'autres domuincs de eompé-
1\'IHT ' ln nrnrdu·. 1 1 1u· n·1 1ai 1w 111111111 .. , ,. dc duu,1·, lu v11hc, k ,y,1t111c phunoh,HHIUl" d'un 
parler rt')(ional. l' i 1 11011a1irn1 <l'u11c 11r t r il"t', l'or)(a11isa1io11 rhétorique des 11rgu11t\'llls d'nn 
homme politi4uc en campagne électoral..: .  Dans l<llts rcs cas. en effet, on peul mettre en 
évidence une organisai.ion invariante. consistant en règles. a111icipations et invariants opé
ratoires. Les schèmes ne sont pas pour auta111 des stéréotypes. Le même schème engendre 
des ac lions différentes en fonction des valeurs des variahles de siluation cl il se prête à des 
inférences en situation. 

Ihè.:iLl: la connaissance d'un sujcl individuel est fondamentalement un réper
toire de schèmes Cc répertoire est en général très grand et beaucoup de schèmes onl un • 
domaine d'application restreint. 

I.bts..l: les schèmes se développent cl se transforment au cour.; de l'expérience 
et de la maturation. à cause de la résislance qu'op1x1scn1 les situations nouvelles à leur 
traitcmcn1 par les schèmes existants. 

I.ht&.,1: Les schèmes ne peuvent exister s,ms invariants opératoires: ces inva
rianls cons1üucnt un système de représentai ion des si1ua1ions concernées, c'est-à-dire une 



2 1 

sorte de conceptualisatioo. Ceue conccp1ualisa1ion est largement implicite. voire inco11s
ciente. Elle peut aussi faire l'objet d'un discours explicite, comme clans les textes se ienti-
fiques. 

�: le développement cognitif s'ana lyse en dernier ressort comme un enri

chissement adap1atif par filiations el ruptures des invar iants opéralOires, des règles 
d'action, el des sys1èmes d'effectu:uion et de contrôle des productions du sujet. Ce proces
sus d'adaptation des schèmes consiste principalement en découvertes, combinaisons, dé
combinaisons cl recombinaisons. La conscience joue souvent un rôle dans ce processus, 
le langage aussi, éven1ucllement. 

�: Les a lgorithmes sont des schèmes, mais les schèmes ne sont pa.� tous 
des algorithmes; en effel. ils n'ont pas tous les propriétés d'effectivité cl de nécessité des 
algorithmes . 

CHAMP CONCEPTUEL:  ensemble de situations dont la maîtrise 
demande un certain système de concepb, de procédures et de représenta
tions symboliques en étroite connexion. 

Commenta ire: la fonnation d'un concept est étroi1em.:nt liée aux problèmes pra
tiques et lhforiques auxquels cc concept appo11e une réponse (ou dt!s élémcnis de réponse). 
Or une situation ne se laisse presque jmnais analyser avec un seul concept ec un concept 
ne prend pas en général sa fonction dans un seul type de situation. L'idée de prendre pour 
objet d'étude un ensemble de silua1ions et un ensemble de concepts découle de là. 

La défini1ion ci-dessus pcnnet de découper, dans le répertoire des compétences et 
des conceptions du sujet, des domaines d'une ta ille respectahle et cependant relativement 
homogènes, sur lesquels il soil possihle de conduire des analyses significatives du point 
de vue de l'apprentissage et du dévcloppeme111 cognitif: notamment parce qu'on peut y re
�rcr des niveau� différents de ronnaissancc, des filiu1ions. des ruptures . La source des 
concepts es1 h rrdrcrcht·r dans k, i11v11ri11111s opéntloires. t'I pur consl'qucnt dans les 

ac�mcs. 

3 UN EXEMPLE DE CHAMP CONCEPTUl<:L: LA CONSTRUCTION 
DES STR UCTURES A D DITI VES 

Les premières élaborations du concept de nombre chez l'enfant reposenl sur le 
schème du dénombremcnl et sur les schèrn..:s de traitement des premières siwations 
d'addition, de soustraction, de comparnison et de conservation des quanticés. 

Lorsqu'un enfanl de 5 ans dénombre une collection de 4 objels il met en oeuvre 
plusieurs coordinat ions perceptivo-gestuclles: entre les objet�. les gestes du doigt .:t de la 
main, les ges1es de )'oeil. et l'énoncia1ion des mots - nombres; en outre il marque habi
tuellement le statut différent du dernier mot prononcé, soit en l'accentuant, soit en le répé
tant: un, deux, trois. quatre ... qualre! La conduite de l'enfant peut être modifiée par la 
taille des objets, leur disposition spatiale et leur nombre, mais son organisation reste in
variante et repose sur deux idées mathématiques essen1ielles qui restenl totalement impli-



22 

cites: celle de bijection et celle de cardinal. Ce sont des concepts-en-acte. Chacun des deux 
peut être défaillant, indépendamment de l'autre. 

Les situations dans lesquelles l'addition cl la soustraction prennent leur significa
tion sont beaucoup plus diversifiées que ne le laisserait penser le modèle de la loi de com
posilion binaire. commurative et associative. Les conceptions de l 'enfant proviennent 
aussi des situations de type état initial/transformation/étal final: l'addition c'est une quan
tité qui s'accroît (j'avais 3 billes, j'en gagne 2. comhien en ai -je maintenant?); et la sous
traction une quanrité qui décroît (j'avais 5 honhons, j'en donne 3, comhien m'en reste+ 
il'!). Ce type de situation n'est pas adéquatement modélisé par une loi hinaire mais plutôt 
par une opération unairc, dans laquel le une transfonnation, positive ou négative, opère 
sur un cardina l .  D'où le schéma 

T 

F 1: étal initial T: transfonnation F: état final 

A partir des schèmes primitifs de l'addition, associés à la réunion de deux parties 
connues en un tout, ou à la transformation positive d'un état initial connu, ainsi que du 
schème primitif de la soustraction, associé à la 1ransfomia1ion négative d'un étal initial 
connu, l'enfant va devoir étendre ces deux opérations arithmétiques à une grande variété de 
classes de problèmes qui s'écartent sensiblement des modèles primitifs. Ceue extension 
occupe au moins dix années du développement cognitif de l 'enfant. 

On peut résumer de la manière suivanic les six grandes catégories de relations ad
ditives élémentaires que l'enfant el le j_eune adolescent peuvent avoir à traiter. 

1. Partie/partie/tout. Deux catégories de prohlèmes: chercher le tour quand on con
nait les deux parties, chercher une partie quand on connaît le tout et l'autre partie.

2. Etat in it ial/transformation/état final .  Six catégories de prohlèmes: chercher
l'état final. ou la transfom1a1ion. ou l 'état final .  quand on connait les deux autres informa
rions. Ces trois catégories se dédouhlcnl scion que la transformation est une augmenta
tion ou une diminution.

3. Référé/relation de comparaison/référent. Six catégories de problèmes égale
ment.

4. Composition de deux transrormations connues en une troisième ( inconnue) et
décomposition d'une transformation connue en deux transformations dont l'une
est connue cr l'autre inconnue. Comme chacune des données peul être positive ou néga
tive, et que les valeurs absolues peuvent e lles-mêmes modifier la tâche cognitive. il y a
un grand nombre de cas de figures, du point de vue du calcul relationnel et du choix de 
l'opéra1ior1 arithmétique pertinente.

5. Transformation d 'une relation. On retrouve les six mêmes catégories de pro
blèmes que pour la relation 2. mais elles se divisent en sous-catégories selon les signes et
les valeurs ahsolucs des données.

I 
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6. Composition de deux relations et décomposition d'une relation.

Démultiplication des catégories comme pour la relation 4.

Faute de place je ne commentenü pas ici toutes ces relations et les catégories dif
férentes d'opérations de pensée auxquelles elles dunnenl lieu. Je me contenterai de 
quelques exemples, pour caractériser certaines des conquêtes cognitives de l'enfant et pom 
tirer quelques leçons théoriques. 

La recherche d'une partie par sous1raction d'une partie connue d'un tout connu est 
sensiblement plus difficile 4ue la recherche t.l'un état final après transfomiation négative 
d'un ttat initial connu. De même la recherche d'une transfonnation par soustraction de 
deux étals. Mais il est plus difficile encore de rechercher un état initial connaissam l'état 
final et la transfonnalion, positive ou négative. La solution canonique exige en effet une 

opémtion de pensée nouvelle, l'inversion de la lmnsformalion directe et son application à 
l'état final: il faut rajouter les lxmbons qu'on a donnés pour retrouver ce qu'on avait avant 
(addition alors que la quantité a diminué), ou soustraire les billes qu'on vient de gagner 
pour reconstituer le stock initial de billes (soustraction alors qu'on a gagné). Ces opéra
tions de pensée reposent sur un théorème-en-acte non trivial pour les enfants de 7 ans: 

F=T( l)==> l =î l (F) 

THEOREME-EN-ACTE: Pro1l0sition tenue pour vraie sur le réel 

tl permettant de rendre compte de l'organisation de la conduite du sujet. 

tes théorèmes-en-acte sont souvent implicites, mais ils peuvent aussi 

ll.tre explicites. 

Une classe de problèmes très difficile pour la majorité des enfants jusqu'au débur 
d11 rnllège. et 4ui le reste pour beaucoup d'entre eux juS(Ju'à la fin du collège, peul être il
llistrée par l'exemple suivant: 

Thierry a }out detu parties de /Jillt's. Il ne Si' souvient plus de ce qui s'esl passt d 

"/i1,première partie. A la sec011de partie il a pnd11 7 /Ji/les En recomptmtl ses billes à la/in 

lt ,s'aperçoit qu'il a gag nt 5 bille.1· en tout. Que s'est-il J){J.\'St à la première parlie? 

La difficulté conceptuelle de celle catégorie de problèmes tient au fait qu'il faut 
faire une addition arithmétique 5 + 7 alors que le schéma de composition amènerait nor
tllalemei11 une solution par soustraction. Il s'agit d'ailleurs de la soustraction d'un négatif. 

X+ (-7) = (+5) ==> X= (+5) - (-7) = (+12) 

La conceptualisation progressive des structures additives, c'est-à-dire la maîtrise 
progressive des classes de problèmes dont la solution demande une addition, une soustrac
tlon ou une combinaison de telles opérations est jalonnée par la découvene de plusieurs 
�}Ji.es de concepts el de théorèmes, qui pour la plupart d'entre eux restent largement im-
11licitcs dans les conduites des élèves. C'cs1 cc caractère implicite qui conduit à parler de 
conccp1s-e11-oc1c et de 1héorè111es-en-ac1c. Pan ni les rn111.:cpts-cn-ac1e nécessaires à la com
;iréhcnsion des struclures additives on peut énumérc1 les concepts de collection cl de gran
deur, tic cart.linal cl de lllCSUrt', lie panic l'i de loul, d\'till l111ul Cl d'étal initial, de lrnnsfor-
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mation. d'augmentation et de diminution, de comparaison (plus que, n de plus que, n do. 
moins que), de nombre naturel et de nombre relatif, de loi binaire et d'opération unaire,dc 
composition. de décomposition et d'inversion, d'abscisse et de déplacement orienté, � 
bien entendu d'addition et de soustmction. 

Mais un concept implicite n'est pas tout à fait un concept. C'est donc un pro
blème théorique essen1iel que d'analyser les signifiants langagiers et non langagiers qui, 
donnent au concept son caractère public. et qui penneuent de débattre de sa définition. de 

ses propriétés, de la vérité des propositions dans lesquelles il s'inscrit. 

Du point lle vue ll'une théorie pragmatiste lle l'apprentissage. un concept est CIi 
effet un triplet de trois ensembles 

C = (S .  1. S )

S: ensemble des situations qui donnent du sens au concept. 

1: ensemble llcis invariants opératoires (concepts-en-acte el théorèmes-en-acte) sur lesquels 
repose l'efficaèité des schèmes. 

S :  ensemble d.es fonnes langagières el non langagières qui penne1ten1 de représenter sym
holiquement le concept. ses propriétés, les situations et les procédures de traitement. 

S est la référence. 1 le signifié, S le signifiant.

Celle 'définition du concept rnmme triplet doit être interprétée à un autre niveau, 
que l'interprétation habituelle des concepts comme prédicats et arguments. Le triplet fait 
référence au processus de conceptualisation tout entier. 

La place manque pour exposer ici avec des exemples les fonctions cognitives des' 
signifiants langagiers cl non langagiers. On peul cependant esquisser tmis sortes de consi• 
dérations théori4ues intéressantes: :

1 )  la mise en mots ou en symholes pem1e1 de représenter, llans un certain sys, 
tème lie signifiants. les éléments pert inents lie la situation (relations. valeurs lies vat 
riahles. qucs1inns) cl de conduire plus aisément à la solution. 

Dans le cas de l'algèbre notammen1. la mise en symboles pennet de $oudre des 
problèmes complexes que les élèves seraient incapables de résoudre par des moyens pure
ment ari1bmétiques. Certaines représen1a1ions préalgébriques, comme les diagrammes CC 
les rahleaux 001 une fonction analogue. On peul faire l'hypothèse que le langage naturel a 

lui-mème celte fonction. même s'il est llifficile d'identifïer, dans le signifiant langagier, 
les é léments qui se prêtent au calcul .  se substituent aux raisQnnements purement concep-
tuels. ou les accompagnent. 

A dire vrai, la représentation algébrique d'un problème ne pennet pas à l 'élève ou 
à l'ingénieur de s'en reme11rc totalement li la "machine" symholique. On peut en effel ob
server que la résolution !l'une é4ua1ion (ou d'un système) est jalonnœ d'opérations de pen• 
sée implicites, lesquelks ne sont possihles que parce qu'elles s'appuient sur des théo
rèmes-en-acte: par exemple la conservation de l'égalité lorsqu'on applique aux deux
membres de l'équalion la même opération. ' ' 
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Seuls les théorèmes-en-acte sont suscepübles de vérité ou de fausseté, el peuvent 
entrer clans un calcul d'inférences. Les concepts-en-acte sont des bri4ues indispensables 
pour la formation des théorèmes-en-acte, mais ils ne sont susceplibles que de pertinence 
ou de non-pertinence. 

2} Il est inléressanl d'analyser avec ce cadre théori4ue les opérations linguistiques
et les opérations de pensée qui permeuent la représentation el la résolution d'un problème 
dans le langage nalurel.C'est en effet un phénomène frappanl 4ue, lorsqu'ils sont confron
�s /1 des problèmes pour lesquels ils ne disposenl pa� quasi-immédiatement d'un schème 
de traitement, les élèves parlent à voix haute, ou à mi-voix;  à l'évidence parce que celte 
activité langagière favorise l'émergence de la solution. Si le problème est très facile pour 
eux. ou trop difficile. ils ne parlcm pas, ou guère. Parfois l'accompagnement langagier de 
la résolution esl subvocal, notamment chez les adultes. C'est ce qui avail conduit 
Vygotski, et de nombreux psychologues à sa suite, à essayer d'analyser les différentes 
fo1Kt ions du langage, lorsqu'il accompagne la pensée. Pour ma part, j'en distinguerai trois 
principales: 

- la planifica1ion et le: contrôle de l'action: le langage permet d'annoncer el
d'iûcntifier le but et les sous-buts. les étapes à atteindre, il permet de faire le point sur ce 
qui a été accompli ou établi; 

- l'extraclion de l'infomiation pertinente: quels objets, quelles propriétés, quelles
relations méritent-elles d'être retenues pour le traitement de la situation. C'est une fonc
tion de sélection et de catégorisation, 

- le pilotage et l'accompagnement des inférences: le langage permet de traduire
une ou plusieurs relations en une autre soit par une opéra1ion syntaxique (composition. 
inversion ... } soit par un glissement de sens, lorsqu'une relation concep1uellemen1 com
plexe est interprétée avec un modèle plus simple, qui pennct cependant d'avancer vers la 
solution. 

3} Enfin le langage pem1cl non seulement d'expliciler les connaissances en acre
et d'en favoriser ainsi l'apprentissage et le fonc1ionneme111, il pcm1c1 aussi de marquer dif 
r�inment les formes lie concep1ualisa1ion. Mar4uer par l'imparfail l'étal initial e t  par le 
prtscnl l'état final, c'es1 à l'évidence manifester qu'on a compris ces deux lermes de la rela
tion. P..irler d"'étal initial", de "point de déprut", de "ce que Mélanie avait avan1" c'est don
ner à cet étal un autre statut. On peul dire que l'imparfait est un outil pour repérer l'étal 
initial alors que la nominalisation lui donne un statut d'objet. Le diagramme 0éché vu 
plus haut donne pareillement un statut d'objets aux états, à la transformation, el à la rela
tion entre transformation directe et transformation réciproque; de même l'algèbre, mais 
cclk<i est d'une lecture plus difficile pour les élèves. 
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diagramme fléché 
transfonnalion direcle 

é1a1 inilial é1a1 final 
+ 7

◄ - - - - - - - - - - - - -
15 

- 7
transformalion réciproque

algèbre 

Un aulre exemple pcnnellra d'apprécier l'importance de la lrnnsfonnation de la 
connaissance qui esl sollic,lc.'e el favorisée par le langage el par certaines opérations lm
guisliques. 

� conslruire la figure symétrique d'une figure donnée par rapport à une droite. 
énoncé f 1 )· le 1riangle A' B' C' esl symélrique du triangle A B C' par rapporl à �
énoncé (2): la symélrie orlhogonale conserve les longueurs el les angles. 
énoncé (3)· la symétrie orlhogonale esl une isomélrie. 

La fonclion proposilionelle à trois places du premier énoncé " ... est symétnq 
de ... par rapport à .. ." devienl dans l'énoncé (2), par une opéralion de nominalisation, un 
argumenl pour une fonclion proposilionnelle à une place " ... conserve les longueur., el les 
angles". Dans l'énoncé (3) c'esl au lour de celle fonclion proposilionnelle de devenir, 1011-
jours par une opéralion de nominalisalion, le deuxième argumenl d'une fonclion proposi• 
lionnelle à deux places, en 1'1x-currence la relalion d'inclusion " ... esl une ... ". 

L'opéralion de nominalisalion esl une opéra1ion esscnlielle pour la lransformalion 
d'un concepl-oulil en concepl-objel. Une parlie du lravail cognilif se reflète dans la 
significalion des arlicles: le "la" des énoncés (2) el (3) esl générique, il désigne une classe 
de lransformalions du plan; landis que le "le" de l'énoncé ( 1 ) ne désigne que le biangle 
parliculier A' B' C''.'. De simple élémenl d'un schème visuel, puis d'un schème de coostruc
lion géomélrique, la symétrie orlhogonalc esl devenue une classe de lransformalions 
géomélriques, enlrelenanl des rapports avec d'autres classes de 1ransfonna1ions. Ainsi, le 
langage lraduil el favorise le lonclionnemcnl de la connaissance, son développcmenl, sa 
1ransforma1ion. Toul porte à penser que les invariants opératoires conlenus dans les 
schèmes onl égalemenl des slaluls différenls. Mais c'esl leur mise en mols qui penne! le 
mieux d'analyser ces différences. 

CONCLUSION 

Les travaux de psychologie el de didactique des malhémaliques accr6diten1 la 
thèse que la connaissance esl une conslruclion: une construction réalisle. Celle construc
tion s'appuie à la fois sur la pcrceplion, l'aclion opéra1oire, le langage el le symbolisme. 
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le3 schèmes qui organisent l'action opératoire constituent une clé sans laquelle on ne 
comprend ni la sélection qui s'opère dans la prise d'infonnation perceptive, ni la sélection 
qui se fait dans l'activité langagière. Les prises de conscience qui jalonnent le processus de 
ronnation des connaissances opératoires sont d'une grande variété: sélection de 
l'information, analyse des huis, des sous-buts et des étapes, transformation du statut co
anitif des relations et des propriétés prises en compte, explicitation des concepts-en-acte 
et des théorèmes-en-acte, organisai ion discursive des connaissances et de l'argumenlation 
qui les occréditent. 
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